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� � 摘 � 要: � 本文研究了 MIMO雷达对相干分布式目标参数估计的 Cramer�Rao 下界( CRB) . 首先,给出相干分布式目

标的MIMO雷达信号模型, 推导出目标参数估计 CRB 的一般关系式;然后, 给出在一个分布式目标、点目标和目标部分

信息已知等特殊情况下的 CRB; 其次, 讨论了MIMO 雷达 CRB 的性质;最后,进行计算机仿真试验, 研究不同条件下的

MIMO雷达性能.结果表明由于具有避免波束形状损失等优点, MIMO 雷达对相干分布式目标的参数估计 CRB 性能优

于普通相控阵雷达.本文的研究揭示了 MIMO雷达的相干分布式目标参数估计性能.
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Abstract: � This paper studies the Cramer�Rao Bounds( CRB) for estimating parameters of coherently distributed targets( CDT)

using Multi�Input Multi�Output( MIMO) radars. Firstly, the M IMO radar signal model for estimating the CDT parameters is given

and the general CRB expression is derived. Then, several CRBs are given in special cases such as a distributed target, a point target

and a target with partial information. Thirdly, the CRB properties of MIMO radars are discussed. Finally, the MIMO radar perfor�
mances are simulated in different conditions through computer simulations. Theoretical analyses and computer simulations show that

the MIMO radar is superior to the traditional phased array radar in estimating the CDT parameters because the former has no beam�
shape loss. The research conducted in this paper reveals the fundamental performances of the M IMO radars.
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1 � 引言

� � 近年来, 随着雷达研究的深入和多输入多输出

(Multi�Input Multi�Output, MIMO) 通信的快速发展,雷达

与MIMO通信交融建立起来的 MIMO 雷达受到雷达界

的广泛关注.目前的MIMO雷达研究主要集中在两种不

同形式的MIMO 系统[ 1] : 一是基于相控阵体制的MIMO

雷达,通过发射波形正交性、采用相干处理各单元发射

的信号
[ 2~ 5]

; 二是基于多基地 ( Multi�static) 或多站点
(Mult i�site)的MIMO雷达,其收发单元间距足够大,从而

使得各单元信号相互独立,以此获得空间分集增益提高

雷达的检测和估计性能[ 6] .

本文研究第一类MIMO雷达.法国国家航空局在 20

世纪 70 年代末提出的综合脉冲孔径雷达可看成是MI�
MO 雷达的雏形[ 2] .继而,人们从不同方面对这类雷达进

行了研究. 文献 [ 3] 研究了MIMO 雷达的角度分辨率、

GMTI性能以及发射波形优化设计等问题;文献 [ 4] 对

MIMO雷达中各种高分辨谱估计方法进行了研究; 文献

[ 5]研究了MIMO雷达在高斯白噪声下对点目标的估计

与检测性能.

在业已发展的MIMO雷达目标参数估计方面, 目前

研究的目标模型主要是点目标,有关分布式目标参数估

计研究方面的文章还鲜见报道.众所周知,实际工作环

境下的目标常常具有分布式特性,雷达分布式目标可以

在不同情况下产生[ 7~ 9] .对于分布式目标,如果仍采用

基于点目标模型的参数估计方法,其估计性能将严重下
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降.为此在过去的十几年里, 针对不同的分布式目标模

型,在阵列信号处理领域已发展了许多用于分布式目标

参数估计的方法[ 8~ 12] . 但是上述处理方法并未考虑到

发射信号波形对目标参数估计性能的影响.本文在MI�
MO雷达对点目标参数估计和基于阵列的相干分布式

目标参数估计的基础上,研究了MIMO雷达对相干分布

式目标参数估计的 CRB.重点比较MIMO 雷达与普通相

控阵雷达对相干分布式目标参数估计的 CRB以及MI�
MO雷达对一个点目标和对一个相干分布式目标参数

估计 CRB的性质,从而揭示了MIMO雷达的相干分布式

目标参数估计性能.

2 � 相干分布式目标信号模型

� � 本文研究图1所示的MIMO雷达系统.它由M 个坐

标分别为 Zm= ( xm, ym )T ( m= 1, �, M ,T 表示转置)的

雷达单元组成,各单

元使用相同的载频

发射相互正交的窄

带信号.设在 n 时刻

雷达单元 i 发射的基

带信号为 s i [ n ] ( i=

1, �, M ) ,则第 m 个

接收单元接收到的

相干分布式目标的

回波信号为:

ym[ n ] = � 
M

i= 1

Bim( �) s i[ n ] + wm [ n]

� � � � � � � � � m= 1, �, M; n= 1, �, N

Bim( �) =!
 

- 
Aim( !) p ( !| �) d!, A im ( !) = ai ( !) am( !)

ai ( !) = exp( - j2 / ∀( xmsin( !) + ym cos( !) ) ) ( 1)

式中 �表示目标回波强度, ∀表示波长, wm [ n ]表示第

m个接收单元的接收噪声. p ( !| �)为相干分布式目标

的角功率密度函数, �= [ �!, #] T, 其中 �!和 #分别表示

分布式目标的平均波达方向和角分布宽度,故式 ( 1)可

看成是分布在以 �!为中心、宽度为 2#的角度范围内的

许多相干点目标的回波之和.将式 ( 1)表示成矩阵形式

可得:

y= �vec( B( �) S) + w

S= [ s1[ 1] , s2[ 1] , �, sM [ 1] ; �; s1[ n] , s2[ n] , �, sM [ n] ] T,

� � � � � � � � [ B( �) ] im= Bim( �)

w= [w 1[1] , w2[ 1] , �, wM [ 1] ; �; w1[ n] , w2[ n] , �, wM [ n ] ] T

y= [ y1[ 1] , y2[ 1] , �, yM [ 1] ; �; y1[ n] , y 2[ n] , �, yM [ n] ] T

( 2)

其中 vec表示矩阵运算中的向量化函数.当存在 L 个相

干分布式目标时,由式 ( 2)可知MIMO雷达接收到的回

波信号为:

y=  
L

l= 1

�lvec( B( �l ) S) + w ( 3)

其中 �l 和 �l 分别表示第 l 个相干分布式目标的回波强

度和方向参数. 式 ( 3)具有一定的普遍意义. 当 #l= 0

时,式( 3)是文献[5]的点目标参数估计的MIMO雷达模

型;当各单元发射信号为相关信号时,式( 3)是传统的相

控阵雷达分布式目标参数估计模型.相干分布式目标的

参数估计问题可表述为给定 N 个快拍的测量向量y ,估

计出分布式目标的平均波达方向 �!l 以及角分布宽度

#l .本文研究基于式 ( 3)的相干分布式目标参数估计

CRB.

3 � 相干分布式目标参数估计 Cramer�Rao下界

� � 定理 1 � 白高斯噪声环境下,MIMO雷达对 L 个相

干分布式目标空间参数 ∃= [ �!1, #1 , �, �!L , #L] T以及对

一个相干分布式目标空间参数 �= [ �!, #] T估计的 CRB

分别为:

CRB( ∃) = [ J∃∃- J∃�J
- 1
��J

T
∃�]

- 1
( 4)

CRB( �) =
%2w

2| �| 2
[ Re(�BH

1( �) P
∀
B �BL

1( �) ) ]
- 1

( 5)

证明 � 证明过程以及 J ∃∃、J∃�、J��、�B1( �)、P
∀
B 的数学

表达式见附录 A.

由式( 4)可以看出由于雷达单元发射不同的波形和

目标的角度扩展,分布式目标参数与目标回波强度相互

影响,基于MIMO的分布式目标估计 CRB比基于阵列的

CRB和基于 MIMO 雷达的点目标估计 CRB都复杂得

多[ 5, 13] .分布式目标参数估计可以采用最大似然估计方

法[ 14]渐近实现上述两式的 CRB.基于MIMO雷达的相干

分布式目标估计算法将在未来的工作中研究.

由式( 5) 可以看出在一个目标的情况下, MIMO 雷

达对点目标和相干分布式目标参数估计的 CRB具有相

同的形式,两者之间的区别仅在于表征目标空间位置的

方向矩阵不同, 当 #= 0 时,式 ( 5)退化到文献[ 5]中式

( 63)所给的点目标 DOA估计 CRB.MIMO 雷达的几何结

构和发射波形决定其对分布式参数估计的性能,以下推

论给出两个雷达单元时,雷达发射波形相关系数对 CRB

的影响.

推论 � 对单元间距为 d 的两个雷达单元组成的

MIMO雷达,若雷达发射波束指向法线方向, p ( !| �)是

均匀分布的,即 p ( !| �) =
1/ 2# , | !- �!| # #
0 , 其它

,则对已

知小角分布宽度的分布式目标平均波达方向 �!估计的
CRB与发射信号间相关系数 &之间的关系可近似表示

为:
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CRB&( �!| #) =
1

2SNR

� � ∃ 1

( 2d cos( �!) / ∀) 2
2-

&2sin2( 2 dsin( �!) / ∀)
1+ &cos( 2d sin( �!)/ ∀)

( 6)

其中 SNR  N | �| 2

%2w
,且 CRB&= 0( �!| #) # CRB&( �!| #) !�!,

当 �!= 0时,等号成立.

证明 � (见附录 B) .

由推论可以看出当雷达发射波束指向法线方向时,

对任意方向的目标,MIMO雷达系统只有发射正交波形

( &= 0)方可实现最小的 CRB;当目标处于法线方向时,

CRB与发射波形无关. 而对普通相控阵雷达,由于发射

方向性波束,当发射波束未对准目标时,将会产生波束

形状损失(beam�shape loss)降低目标参数估计性能[ 5] .

类似于定理 1的推导,可得已知一个相干分布式目

标部分参数时,对未知参数估计的 CRB如定理 2所述.

定理 2 � 在一个相干分布式目标的情形下, 已知 �

和#时的MIMO雷达对平均波达方向 �!估计的 CRB为

CRB( �!| �, #) =
1

2SNR
∀vec( B( �) )

∀�!
H∀vec(B( �))

∀�!
- 1

已知 �和�!时对角分布宽度 #估计的 CRB为

CRB(#| �, �!) = 1
2SNR

∀vec( B( �) )
∀#

H∀vec(B( �))
∀#

- 1

已知 �时的MIMO雷达对波达方向为 #!的点目标 DOA

估计的 CRB为

CRB(#!| �)= 1
2SNR

∀vec(A( ∃!) )
∀#!

H∀vec( A(∃!) )
∀#!

- 1

其中[ A( #!) ] im= A im( #!) .

4 � MIMO 雷达对一个相干分布式目标参数估计

CRB的性质

� � 尽管MIMO雷达对一个点目标和一个相干分布式

目标的参数估计 CRB具有相同的形式, 但是受到分布

式参数的影响,相干分布式目标参数估计 CRB具有与

点目标不同的性质. 根据上节给出的 CRB, 本节重点研

究MIMO雷达对一个相干分布式目标参数估计 CRB的

性质.

性质 1 � 若雷达质心位于原点,即  
M

m= 1

Zm= 0,MIMO

雷达对点目标DOA估计的 CRB与回波强度 �是否已知

无关;而对于相干分布式目标,已知信号回波强度 �时

参数估计的 CRB不大于未知 �时的 CRB.

证明 � (见附录 C) .

性质 2 � 若雷达质心位于原点,则MIMO雷达对小

角分布宽度的相干分布式目标平均波达方向 �!估计的
CRB( CRB ( �!) )不小于对波达方向等于 �!的点目标 DOA

估计的 CRB ( CRB#!= �!( �!) ) ; 当角分布宽度 #趋近于零

时,MIMO雷达对相干分布式目标角分布宽度 #估计的

CRB( CRB ( #) )趋近于无穷大.

证明(见附录 D) .

性质 3 � MIMO雷达对一个相干分布式目标以及一

个点目标参数估计的 CRB随雷达单元数 M 的增大而

减小.

证明 � (见附录 E) .

这些性质进一步说明了MIMO 雷达的性能, 可以看

出MIMO 雷达对点目标的估计性能是对分布式目标估

计可能达到的上限.

5 � 计算机仿真

� � 在理论推导的基础上,本节通过计算机仿真模拟

MIMO雷达对相干分布式目标参数估计 CRB. 在数值模

拟中,假设角功率密度函数为均匀分布.MIMO 雷达系

统由 M 个排成直线的雷达单元组成, 单元间距等于半

个波长.除特殊说明外,MIMO雷达的质心取在原点.在

比较MIMO雷达与普通相控阵雷达对相干分布式目标

参数估计 CRB性能时,对MIMO雷达波束在目标上的驻

留时间进行了补偿[ 5] .

图 2和图 3分别给出了在 #已知和未知两种情况

下, M= 2、SNR= 20dB、#= 2%,且发射波束指向法线方向
时,MIMO雷达对不同 �!估计的 CRB与相关系数 &的关

系.由图可知,与文献[ 5] 中点目标的情形相类似, MIMO
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雷达对相干分布式目标平均波达方向 �!的估计 CRB随

&的增大而增大;并且在未知 #时,当 &趋近于 1,MIMO

雷达对 �!估计的 CRB趋近于无穷大,即MIMO雷达对分

布式目标平均波达方向估计的 CRB性能优于普通相控

阵雷达.同时,还可以看出当目标的 �!来自法线方向时
是其它方向目标可能达到的最小 CRB.

图 4和图 5给出了 �!= 0%, #= 2%, M= 10时, MIMO

雷达与普通相控阵雷达对一个相干分布式目标参数估

计 CRB的性能比较.由图可知MIMO雷达对相干分布式

目标参数估计 CRB小于普通相控阵雷达,并且MIMO雷

达与普通相控阵雷达对目标参数估计的 CRB随信噪比

SNR的增大而减小.

� � 图 6和图 7给出普通相控阵雷达存在波束形状损

失,其发射波束指向角 !由 0%变到 18%,且 �!= 0%、#= 2%、
M= 6、SNR= 20dB时,相控阵雷达和MIMO 雷达对目标

参数估计 CRB的性能比较.由图可知普通相控阵雷达

对相干分布式目标参数估计 CRB 随着 !的增大而增

大;而MIMO雷达,由于在发射端是向各方向均匀辐射

能量,不存在波束形状损失问题,因此其性能优于普通

相控阵雷达.

图 8 和图 9给出了 M= 5, SNR= 30dB,目标 1 参数

为( �!1= 0%, #1= 2%) ,目标 2 的 #2 为 1%, �!2由 3%变化到
10%时,MIMO雷达和普通相控阵雷达对目标 1参数估计

CRB的性能比较.由图可知MIMO雷达对目标 1参数估

计的 CRB小于普通相控阵雷达,即MIMO雷达的分辨力

高于普通相控阵雷达,并且MIMO雷达与普通相控阵雷
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达对目标 1参数估计 CRB都随目标 2与目标 1 在空间

上的分离程度的增大而减小.

图10~ 12给出了M= 6,点目标的 DOA为 10%,分布

式目标的 �!= 10%, #= 3%时,MIMO雷达对点目标和相干分

布式目标参数估计 CRB与是否已知目标回波强度 �的

关系.由图可知, MIMO雷达对点目标 DOA 估计 CRB与

是否已知 �无关, 而对相干分布式目标进行参数估计

时,在本文的仿真条件下,虽然是否已知目标回波强度对

�!的估计 CRB影响不大,但已知 �时对 #的估计 CRB明

显小于 �未知时的情形.这与上节性质 1所述一致.

� � 图 13给出了 M= 8,相干分布式目标 �!= 0%,MIMO

雷达对 �!的估计 CRB与对 DOA等于 �!的点目标 DOA

估计 CRB之间的性能比较.图 14 给出相同条件下,MI�
MO雷达对分布式目标角分布宽度估计的 CRB与 #大

小之间的关系.由图可知MIMO雷达对相干分布式 �!的
估计 CRB大于对点目标 DOA 估计 CRB,对相干分布式

目标角分布宽度的估计 CRB随 #的减小而增大, 当 #

趋近于零时趋近于无穷大.这与上节性质 2 所述一致.

� � 图 15~ 17 给出了 SNR= 20dB, �!= 10%, #= 3%,以第
1 个雷达单元为参考点, MIMO 雷达对相干分布式目标

和点目标参数估计 CRB与雷达单元个数的关系. 由图

可知,MIMO雷达对相干分布式目标和点目标参数估计

CRB都随雷达单元数的增大而减小.这与上节性质 3所

述一致.

6 � 结论

� � 本文研究了基于MIMO雷达的相干分布式目标参

数估计 CRB,揭示了MIMO雷达的相干分布式目标参数

估计性能.结果表明同普通相控阵雷达相比, MIMO 雷

达对相干分布式目标参数估计具有低的 CRB. 理论推

导和计算机仿真还证明MIMO雷达对相干分布式目标

参数估计的性能低于对点目标的估计性能.
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附录 A:

定义 �= [ Re{ �1} , Im{ �1} , �, Re{ �L } , Im{ �L } ] T, ∋=

[ ∃T �T] T, (=  
L

l= 1

�lvec( B( �l) S) ,则由式( 3)可知,估计

L 个相干分布式目标空间参数 ∋的 Fisher信息矩阵为

J( ∋)= 2

%2w
Re{ DH ( ∋) D ( ∋) } ,其中 D( ∋) =

∀(
∀�T1

, �,

∀(
∀ �TL

,
∀(

∀Re{ �1}
,

∀ (
∀Im{ �1}

, �,
∀ (

∀Re{ �L}
,

∀(
∀ Im{ �L }

,
∀(
∀�Tl

=

∀(
∀�!l

,
∀(
∀#l

.将 Fisher信息矩阵表示成 ∃和 �的分块矩

阵J( ∋) = [ J∃∃, J∃�; J
T
∃�, J��] ,则对相干分布式目标空

间参数 ∃估计的 CRB为

CRB( ∃) = [ J∃∃- J∃�J
- 1
��J

T
∃�]

- 1
(A�1)

根据 vec( XH) Hvec( Y) = tr(XY) , SSH= NRs,可得:

J�
l
�
p
=

2N

%2w
Re{ [1 j ] H[ 1 j ] tr( B( �p ) RsB

H( �l ) )}

J�
l
�

p
= Re �*l [ 1 j ] % 2N

%2w
tr B( �p ) Rs

∀BH( �l )

∀�!l
;

tr B( �p ) Rs

∀BH( �l)

∀#l

J�
l
�

p
= J�!

l
�!

p
, J�!

l
#

p
; J�!

p
#

l
, J#

l
#

p
(A�2)

其中

� J�!
l
�!

p
=

2N

%2w
Re �*l �p tr

∀B( �p )

∀�!p
Rs

∀ BH( �l )

∀�!l
,

� J�!
l
#

p
=

2N

%2w
Re �*l �p tr

∀ B( �p )

∀#p
Rs

∀ BH( �l )

∀�!l
,

� J#
l
#

p
=

2N

%2w
Re �*l �p tr

∀ B( �p )

∀#p
Rs

∀BH( �l )

∀#l
,

� �l= [Re{ �l} , Im{ �l } ] T, tr表示矩阵的迹, % 表示 Kro�
necker积.将式(A�2)代入式(A�1)通过数值计算即可求

出对 ∃估计的 CRB.

同理对一个相干分布式目标的情形,可求出 Fisher

信息矩阵各元素,代入式(A�1)可求得式( 5) ,其中

� �B1( �) =
∀vec(B( �) S)

∀�! ,
∀vec( B( �) S)

∀# ,

� P ∀
B = I-

vec( B( �) S)( vec( B( �) S) ) H

( vec( B( �) S) ) Hvec( B( �) S)

附录 B:

定义发射信号间的自相关矩阵为 Rs= [ 1 &12 ; &21

1] T,当发射波束指向法线方向时,两个雷达单元发射信

号间相关系数的相位为零, 此时 &12= &21= &( && [ 0

1] ) .由定理 1以及文献[ 13]中式 ( 11) , 可将MIMO 雷达

对已知小角分布宽度的分布式目标 �!估计的 CRB与 &

的关系表示为:

1

2SNR ( 2tan2( �!) ( a- b) 2+ 2a2e 2
c )- G

(B�1)

其中: G=

(2a( a- b)tan(�!)+ 2&tan(�!) ( a- b) cos( es)-2�&ecsin( es) )2

2+ 2a 2+ 4a&cos( es)

es= 2d sin ( �!) / ∀, ec = 2d cos ( �!) / ∀, a = sinc ( d#cos

( �!) / ∀) , sinc(∃) = sin( ∃) / (  ∃) , b= cos ( 2d #cos ( �!) /

∀) .对小角分布宽度目标, a ∋ b ∋ 1, 代入式 (B�1)即可

得式( 6) .对式(6)右端对求导可知 &= 0为其极小值点,

故 CRB&= 0( �!| #) # CRB&( �!| #) !�!.当 �!= 0时, CRB&( �!
= 0| #) = CRB&= 0( �!| #) .

附录 C:

对于MIMO雷达,其发射信号间的自相关矩阵为单

位阵 IM . 当目标为点目标时, Fisher 信息矩阵为 [ J#!#!,

J#!�; J
T
#!�, J��] . 令导向向量为 a ( #!) = [ a1 ( #!) , �,

aM(#!) ] T, 则 J#!=
2NM

%2w
Re{ �* aH ( #!) IM�a( ∃!) [ 1 j ] } . 当

 
M

m= 1

Zm= 0时, �aH(#!) a(#!) = 0,故 J∃!�= [ 0 0] ,因此点目

标 DOA估计 CRB与是否已知 �无关.而对于相干分布

式目标,由于受到分布式参数的影响,定理 1中的 J��通

常不为零,故已知 �时对相干分布式目标的参数估计

CRB不大于未知 �时的 CRB.

附录 D: �

假设相干分布式目标的角功率密度函数为 p ( !|

�) ,波达方向 !的方差为%2.令 �p ( )) = #p ( )#+ �!| �) ,

则 �p ( ))满足以下性质:

!�p ( )) d)= 1,!)�p ( )) d)= 0,!)2�p ( )) d)= %2

#2  %
2
1(0

( D�1)
令 c( !) = vec( A( !) ) , d ( �) = vec( ∗( �) ) ,则d( �)

=!�p ( )) c( )#+ �!) d). 由于是小角分布宽度目标, 对

c( )#+ �!)在 �!点作泰勒级数展开并舍去 #的高次项

可得:

c( )#+ �!) ∋ c( �!) + )#c1( �!)+
( )#) 2

2
c2( �!) +

( )#) 3

6
c3( �!)

(D�2)

令�d�!=
∀d( �)
∀�! ,�d#=

∀d( �)
∀# , cn( !) =

∀ nc( !)

∀!n ,则

�dH�!�d�!∋ cH1 ( �!) c1( �!) + #2 %21Re( c
H
1( �!) c3( �!) )

�dH
#�d# ∋+1#2+ +2#

3 ( D�3)

其中 +1和 +2为常数.

由第 2 节的信号模型可推导出 Re( cH1 ( �!) c3( �!) ) #
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0,所以 CRB( �!| �, #) (CRB#!= �!(#!| �) .又因为雷达质心

位于原点, 因此 CRB#!= �!(#!| �) CRB#!= �!( #!) , 故 CRB( �!|
�, #) (CRB#!= �!(#!) .又因为 CRB( �!| �, #) # CRB( �!) ,因

此 CRB( �!) (CRB#!= �!( #!) .

由式 ( D�3) 可得 CRB ( #| �, �!) =
1

2SNR
[ +1#2 +

+2#
3
]
- 1

,因此 lim
#)0

CRB( #| �, �!) ) ∗ .而 CRB( #) (CRB

(#| �, �!) ,故 lim
#)0

CRB(#) ) ∗ .

附录 E:

先证明一个相干分布式目标的情形.令MIMO雷达

单元数为 M 和M + 1时, 分布式目标参数估计 CRB为

CRBM( �)和 CRBM+ 1 ( �) ,方向矩阵分别为 BM ( �)和

BM+ 1( �) .则 BM+ 1( �)可表示为[ BM( �) b; bT e] .令

u= [ bH bH e * ] , v=
∀bH
∀�!

∀bH
∀�!

∀eH

∀�!

v1=
∀bH
∀#

∀ bH
∀#

∀eH

∀# , v2= vT vT1
T
,

hM= B
H
1M B1M

- 1
,

B1M= vec( BM( �) ) , GM= BH
1M

∀vec( BM( �) )

∀�T .

经推导可得:

( CRBM+ 1( �) ) - 1= ( CRBM( �) ) - 1+ 2SNRRe(E)

E=

( v2- GH
MhMu) ( v2- GH

MhMu)H+ hM( v2v
H
2 uu

H- v2u
H uvH2)

1+ hMuu
H

(E�1)
因为矩阵 E 为正定矩阵, 因此 CRBM+ 1 ( �) #

CRBM( �) ,即MIMO雷达对一个相干分布式目标参数

估计的 CRB随雷达单元数M 的增大而减小.

一个点目标时的情形,将相干分布式目标的方向

矩阵 B( �)换成 A( !)即可证明结论.
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